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Vektorprodukt

Unter dem Vektorprodukt zweier Vektoren a und b versteht man den
im Raum durch die folgenden Bedingungen charakterisierten Vektor:

c=aXxXhb

. |e|=laxbl=|a|-|b|-sing (0°< ¢ < 180°)

(a, b, ¢) bilden ein Rechtssystem, falls a und b linear unabhéin-
gig sind

Aus dieser Definition ergibt sich, dass der Betrag des Vektorpro-
dukts dem Flacheninhalt des von den Vektoren aufgespannten Pa-
rallelogramms entspricht.

Ein Vektorprodukt gibt es nur fiir dreidimensionale Vektoren !

a b — a b

o y z z7y
axXb =\|ab — alb
zZ X X Z

a b — a b

Xy yoX
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Vektorprodukt
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Abb. 1: Zum Begriff des Vektorproduktes zweier Vektoren. Die Vektoren a und b liegen in (x,y)-Ebene,
der Vektor c ist orthogonal zur (x,y)-Ebene
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Vektorprodukt

Formale Darstellung des Vektorprodukts durch eine dreireithige Determinante

e e e
N x Ty Tz
E:aXb:aaa:

x Ty Tz

b b b

x Ty Tz
S la a S |la a S la a

= e yooirl —e | X 1+ e | *r V|=

YI'h b Y1Ib b 1 b b
y Tz x Tz x 7y
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Vektorprodukt

Die kanonischen Einheitsvektoren bilden eine orthonormierte Basis:

1 0 0
€, = |0, e, =1 €, =10
0 0 1
Zeigen Sie, dass
a) € xXé& =0, e Xé& =¢., € X& =—¢
X X X y z X z Y
b) € X(e& +¢é)=¢€é —¢€, (€ +é€)xe =€ xé& =-¢
X y 4 4 y X Yy X y X 4
c) (ex—i—ey)x(ex—ey):—ZeZ
aXb=—-bXa — Alternativgesetz
(@+b)XC=aGXe+bxt — Distributivgesetz
AN(@xb)=(Na)xb =ax(\b) — Multiplikation mit einer

reellen Zahl
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Vektorprodukt: Aufgaben 1, 2

Aufgabe 1:
Berechnen Sie das Vektorprodukt der Vektoren a und b

a) a=1(1,2,-1), b=1(01,-1)
by a=(1,0,—-1), b=(0,1,1)
¢) a=(1,2,-3), b=(20 —4)

d) a=(1,-2,0), b=1(0,1,—3)

e) a=(1,-2,0), b=(1,1,0)

Aufgabe 2:

Gegeben sind zwei nicht kollineare Vektoren a und b

a) a=3,2,0, b=(0—-1,—1)

b) a=(0,-2,3), b=(0—-20)

c) a=1(0,-2,4), b=(6,-3,0)

Gesucht sind alle Vektoren, die zu @ und b orthogonal sind.
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Vektorprodukt: Losung 1

a) a=(1,2,-1), b=(0,1,-1), axb=(-1,1,1)
b) a=(1,0—1), b=(0,1,1), axb=(1,-1,1)
c) a=1(1,2-3), b=1(2,0,—-4), axb=(-8 -2 —4)
d) a=(1,-2,0), b=(0,1,-3), axb=(63,1)

e) a=(1,-2,0, b=(1,1,0), axb=(00,3)
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Vektorprodukt: Losung 2

\
i —
a) L = E:cz, ¢ = A 31, A€R
Cy =3
\ )
] 6 1
b) L = | ¢= c, c=N|0|=6AN|0 A €R
cy 0 0
€y 12 1
c) L = Ezcz, ¢c=AN[24|=12N[2], AN€ER
12 |
C
\ . J
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Fldcheninhalt: Beispiel 1

Der Betrag des Vektorprodukts entspricht dem Flacheninhalt des
von den Vektoren aufgespannten Parallelogramms. Im Folgenden
wird gezeigt, wie sich die Fliache des Parallelogramms entspre-
chend des Winkels zwischen den Vektoren &ndert.

la|=3, |b|=2
1) e=30", 2)p=45, 3)¢ep=60", 4)q¢=90",

5)p=120°, 6)@=135
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Vektorprodukt: Fldcheninhalt
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Abb. Bl-1: Zum Begriff des Vektorproduktes zweier Vektoren. Fldcheninhalt des von den
Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms

A=|al|-|b|sing =6-sing = 3(FE), @ = 30°, sincpz%
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Vektorprodukt: Fldcheninhalt

¢ =45°% A =424

Abb. BI-2: Flicheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms

A=|a|-|b]|sing =6-sing =~ 424(FE), @ =45, sing = —
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Vektorprodukt: Fldcheninhalt

, @ =60°, A =252

Abb. B1-3: Fldcheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms

A=|al-|b]|sing =6-sinp = 52(FE), ¢ = 60°, sincng

3-3 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Vektorprodukt: Fldcheninhalt
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Abb. Bl-4: Fldcheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms

A=|a|-|b|sing =6-sing =6(FE), @ =90, sing =1
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Vektorprodukt: Fldcheninhalt
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Abb. Bl-5: Fldcheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms

A:|Zz’|-|?5|sincp:6-sincp:5,2(FE), ¢ = 120°, sincng
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Vektorprodukt: Fldcheninhalt

Yy
, o =135° A = 4.2/
9]
A
3 -2 1 g 2 =3 4 T

Abb. B1-6: Fldcheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms

A=1|3d|-|b|sing =6-sing ~ 4.24 (FE), ¢ = 135°, sincsz

V2
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Vektorprodukt: Aufgaben 3, 4

Aufgabe 3:

Bestimmen sie den Flacheninhalt des von den Vektoren
a und b aufgespannten Parallelogramms:

Cl) 52(39 2,0), E:(Oa_la_l)
b) @=(4,0,0), b=(220)

Aufgabe 4:

Gegeben ist das Dreieck ABC. Bestimmen Sie einen Vektor
a so, dass er auf der Dreiecksfliche senkrecht steht und den

Betrag 1 hat

a) A=(1,1,0), B=(3,272), C=(-3-1,2)

(—1, 2, 3)

b) A=1(2,3,4), B=(3,45), C

¢c) A=(=2,1,-4), B=(1,-2,1), C=(-1,-2,-3)
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Vektorprodukt: Aufgabe 5

Abb. A5: Zur Aufgabe 5

Gesucht ist der Fliacheninhalt des Dreiecks ABC sowie die
Hohe CD (Lot von C auf die Seite [4B])

A=(2,3-6), B=1(6,44), C=(31, 4)
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Vektorprodukt: Losung 3
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F=|aXxXb|=122 =~ 469 FE

b) @=(4,0,0), b=(220)
X b =(0,0,8) =8(0,0,1)

Ql

F=|axb| =8 FE
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Vektorprodukt: Losung 4

a) A=(1,1,0), B=(3,22), C=(=3-1,2)

AB =(2,1,2), AC = (-4, -2,2)

i = AB X AC = (6, —12, 0) = 6(1, —2, 0)

g
I
(@)
=
U
(\®)
_|_
|
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by
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b) A=1(2,3,4), B=(3,45), C

AB = (1,1, 1), AC =(-3,—-1, —1)

u 1 |
7 _<Oa_191): C? :__<09_191)
2 \/5
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Vektorprodukt: Losung 4

C) 4= <_2> 19 _4)’ B = (17 _27 1)) C= (_13 _23 _3)
AB = (3, —3,5), AC=(1,-3,1)

—_—

i = AB X AC = (12, 2, —6) = 2(6, 1, —3)

15 | = 246
i 1
G, =+ =, & =-—— (6, 1,-3) = (0.885, 0.147, —0.442)
b b Va6
G, = — —— (6, 1,-3) = —(0.885, 0.147, —0.442)
V46

4-2b
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Vektorprodukt: Losung 5

A=(2,3,-6), B=1(6,44), C= (317 4)

Apc=75|ABXAC|, 4B =(4,1,10), 4C=(1,4 10
& ¢, @
AB X AC = |4 1 10| =15(-2,-2,1)
1 10
1 15 45
AABC=E|AB><AC|=7\/(—2)2+(—2)2+12:7:22.5FE
S —— . . | 4B x AC |
AB X AC | =|4B|-|4C , ~
| | =|4B|-| 4C] sin @ i@ = BT TaC|
5 = (40 e = | AC| | 4B x AC| _ |4B x 4C| _
¢ | AB| - | AC | | AB |
45 45
~ ~ ~ 4.16 LE
V117 10.82 6
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