Gewohnliche Differentialgleichungen: Einleitung

Die Sprache des Universums ist die Sprache der Differentialgleichungen.
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Wie verstanden die Alten das Naturgesetz? Fiir sie war es eine innere Harmonie,
statisch und unverdnderlich;, oder es war ein Idealbild, dem nachzustreben die Na-
tur sich bemiihte. Fiir uns hat ein Gesetz nicht mehr diese Bedeutung; es ist eine
unverdnderliche Beziehung zwischen der Erscheinung von heute und der von mor-

gen, mit einem Wort: es ist eine Differentialgleichung.
Henri Poincaré
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" _Vergangenheit

| Zukunﬁ

Die Theorie der gewoOhnlichen Differentialgleichungen ermoglicht es, determi-
nistische Evolutionsprozesse zu untersuchen.

Ein ProzeBl heif3t deterministisch, wenn sein gesamter zukiinftiger Verlauf und
seine gesamte Vergangenheit eindeutig durch seinen gegenwartigen Zustand be-

stimmt sind. Die Menge aller moglichen Zustinde des Prozesses heiflit Phasen-
raum.
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Evolutionsprozesse
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Die klassische Mechanik betrachtet z.B. Bewegungen von Systemen, deren Zu-
kunft und Vergangenheit eindeutig durch die anfinglichen Lagen und die an-
fanglichen Geschwindigkeiten aller Punkte des Systems festgelegt sind. Der
Phasenraum eines mechanischen Systems ist eine Menge, deren Elemente die
Positionen und Geschwindigkeiten aller Punkte des gegebenen Systems beschrei-
ben.
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Evolutionsprozesse
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Abb. 1: De Broglie-Wellen und Unbestimmtheitsrelation

Die Bewegungen der Teilchen in der Quantenmechanik kann man nicht durch
deterministische Prozesse beschreiben: Eine Welle mit einer festen Wellenlinge
A erstreckt sich liber den ganzen Raum. Um ein Wellenpacket der Breite Ax
zu erzeugen, sind viele Wellenldangen in einem Bereich A A erforderlich.
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Evolutionsprozesse

Ein ProzeB hei3t differenzierbar, wenn die Verdnderung der Zustinde mit
der Zeit durch differenzierbare Funktionen beschrieben wird. Die Koordina-
ten und Geschwindigkeiten der Elemente eines mechanischen Systems ver-
andern sich in differenzierbarer Weise. In der Theorie des StoBes sind die
Bewegungen allerdings nicht differenzierbar.

Die Bewegungen der Systeme der klassischen Mechanik konnen mit Hilfe
der gewohnlichen Differentialgleichungen beschrieben werden, wihrend die
Quantenmechanik, die Theorie der Warmeleitung, die Hydrodynamik und
die Theorie des StoBles andere Mittel erfordern.
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Faszinierender Anwendungsreichtum

Eine Gleichung zwischen einer gesuchten Funktion und einigen ihrer Ab-
leitungen heiflt eine Differentialgleichung. Differentialgleichungen gehoren
zu unseren machstigsten Mitteln, Naturvorginge zu beschreiben.

Harro Heuser
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Faszinierender Anwendungsreichtum: Freier Fall

Galileo Galilei (1564-1642)

Galilei erkannte 7590 die Gesetze des freien Falls: Alle Korper fallen
im Vakuum unabhidngig von threr Gestalt und Masse gleich schnell.
Ihre Fallgeschwindigkeit ist proportional zur Fallzeit, der Fallweg pro-
portional zum Quadrat der Fallzeit.
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Pisaturm

Die Gleichung, die einen im luftleeren Raum frei fallenden Korper beschreibt,
hat die Form )
d”s(t)

d t*
g — die konstante Erd- oder Fallbeschleunigung, s (#) — die Weg-Zeit-Funktion

= — &

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Faszinierender Anwendungsreichtum

Folgende Beispiele zeigen, wie Forscher verschiedenster
Gebiete Differentialgleichungen (DGL) zur Losung von
“real-life”-Problemen mitbenutzen

y'=ay — Anderung ist proportional zum Ist-Zustand
Radioaktiver Zerfall
Anfangliche Entwicklung einer Bakterienkultur
Zellwachstum

Stetige Verzinsung

ay"+by'+cy=20
Schwingendes Federpendel
Schwingungen von Atomen und Molekiilen

Elektrische Polarisation
Modell zur Diabetes-Aufdeckung (GTT)

y'=k(d-y)(B-y)

Chemische Reaktion, bei der sich Stoffe 4 und
B zum Stoff C (=y) zusammensetzen
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Gewohnliche Differentialgleichungen (DGL)

Definition:

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Ableitungen von
einer oder mehreren Funktionen auftreten, die von einer oder mehre-
ren Variablen abhangen. Die gesuchten Unbekannten sind die Funk-
tionen. Eine gewohnliche DGL fiir eine Funktion y (x) hat die allge-
meine Form

Fx, y(x), y'(x), y"'(x), ..., ¥"(x)=0
y(x), y'(x), y"'"(x), - oy, ¥,y
Beispiele: y'=(x — y)2+1
' .4
xyy'—y =x
2 x°
y=1(') Xyt

y"_|_4y’—|—8y=€2x (Sin2x+0052x>
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Ordnung einer gewohnlichen Differentialgleichung

Definition:

Die Ordnung der hochsten in einer Differenttialgleichung auftre-
tenden Ableitung heillt die Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiele:

y'=3x — DGL 1. Ordnung
X +yy' =0 — DGL 2. Ordnung

y'+ yiy' = 2cosx — DGL 3. Ordnung
O _ xyrr= 52 ~ DGL 9. Ord

Y Xy ‘=X . Ordnung

y(6)—xy"’=xy — DGL 6. Ordnung
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Formen einer gewohnlichen Differentialgleichun

Eine gewohnliche Differentialgleichung kann in impliziter und expliziter
Form geschrieben werden:

Fix,y,y', vy, .., y(”)) = (0 — implizite Form

y(”) = fx,y, ", .., y(”_l)) —  explizite Form, die Gleichung ist nach
der hochsten auftretenden Ableitung auf-
gelost.

Beispiele:

y''=e’ +5x — explizite DGL 2. Ordnung

Xy —2xy'" =0 — implizite DGL 3. Ordnung

y''=2x y2 y'+ 2sinx  — explizite DGL 2. Ordnung

y(7) =3xy'" + x° — explizite DGL 7. Ordnung

Y —sin(x)y ' = e — implizite DGL 4. Ordnung
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Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Definition:

Eine Differentialgleichung heiBt linear, falls sie die Form

a,(x) " (x)+a, (x) )"V x) + o+ ag(x) -y (x) = b(x)
a,=a,(x), v=1,2,...n

besitzt, wobei die Koeffizienten a_ (x) und die rechte Seite b (x) gege-
bene Funktionen sind.

Die anderen gewohnlichen Differentialgleichungen heiflen nichtlinear.

y'-y=x — nichtlineare DGL 1. Ordnung
3y”—|—x2-y’—sinx-y:x — lineare DGL 2. Ordnung
y(4) .y> 4+ x-cosy = e — nichtlineare DGL 4. Ordnung
x> y''=y — lineare DGL 2. Ordnung
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Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung

Definition:

Eine Funktion hei3t eine Losung der Differentialgleichung, wenn
sic mit ithren Ableitungen die Differentialgleichung identisch erfiillt.

e Die allgemeine Losung einer DGL n-ter Ordnung enthilt noch n
voneinander unabhidngigen Parameter (Integrationskonstanten). Die
Anzahl der Parameter ist durch die Ordnung der DGL bestimmt.

e Fine spezielle Losung wird aus der allgemeinen Losung gewonnen,
indem man aufgrund zusitzlicher Bedingungen den »n Parametern
feste Werte zuweist.

e FEine graphische Losung einer DGL heifit Integralkurve.
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Gewohnliche Differentialgleichungen, Grundbegriffe: Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Ordnung der gegebenen Differential-
gleichungen. Bestimmen Sie auch, ob die Differential-
gleichungen linear oder nichtlinear sind

a) xzy"—l—xy’+2y = sinx

X

b) (1+»)y""+xy' +y =ce

C) y(4)+yrrr+yrr+y/+y :1

d) y’+xy2= 0

e) y''"+sin(x + y) = sinx

) y"'+xy’+ycosz)c=x3
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Gewohnliche Differentialgleichungen, Grundbegriffe: Losung 1

a) — lineare DGL 2. Ordnung;
b) — nichtlineare DGL 2. Ordnung;
c¢) — lineare DGL 4. Ordnung;
d) — nichtlineare DGL 1. Ordnung;
e¢) — nichtlineare DGL 2. Ordnung;

f) — lineare DGL 3. Ordnung.
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Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung: Aufgaben 2, 3

Aufgabe 2:

Zeigen Sie, dass die gegebenen Funktionen Losungen der Differen-
tialgleichungen sind

a) y''+2y'=3y=0, yx)=e"", y(x)=e

b) x y' — y=x?, y(x)=3x+ x*

d) y'=x+cosx y(x)zsinx+x7+C

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie die Werte fir », fiir welche die gegebenen Differen-
tialgleichungen Losungen der Form 5 = ¢’ ¥ besitzen

a) y' +2y=0 by y''—=y=0

C) y’!+yl_6y:O d) yV!V_3yll+2yI:O
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Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung: Losung 3

Wir bestimmen die Werte fir r», fiir welche die gegebenen Differen-
tialgleichungen Losungen der Form j = ¢”* besitzen

r X , r X
y=e y =re =ry,
rr 2 rx 2 . rx
y''=rte " =ry, y'''=re =ry
a) y'+2y= o ry+2y=y(r+2)=0 r=-2
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Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung: Aufgabe 4

Als Bernoulli-Differentialgleichung wird die DGL

n

y'+px)y=q(x)y

bezeichnet, wobel p (x) und ¢ (x) in einem Intervall I stetige
Funktionen sind.

Aufgabe 4:
Priifen Sie, ob die gegebenen Funktionen Losungen der Bernoulli-
Differenzialgleichung sind

' 2
1) y"+2xy=2xy", Y = ———, Yy = ——

’ 2 e
2) y'+2xy=¢" y°, y1=7 , Yy =
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