Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Sanddiinen und Integralkurven
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Lineare DGL 1. Ordnung

Definition:

Eine Differenzialgleichung 1. Ordnung heil3t linear, wenn
sie in der Form

y'+ f(x)y=gx)

darstellbar ist. Die Funktion g (x) wird als Storfunktion
bezeichnet.

homogene DGL 1. Ordnung

gx)=0: y'+ f(x)-y=0

inhomogene DGL 1. Ordnung

g(x)#0: y'+ f(x)-y=glx
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Integration der homogenen linearen DGL 1. Ordnung

Eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

y'+ f(x)-y=0

lasst sich durch Trennung der Variablen wie folgt 160sen. Wir trennen die
beiden Variablen

Q+f(x)-y:() = d—y:—f(x)dx

dx y
Dann werden beide Seiten integriert. Die Integrationskonstante schreiben
wir in logarithmischen Form [n IClI

[Z = [ fx)dx = ln|y|==[ flx)dx +|C|
y

Die logarithmischen Terme werden noch zusammengefasst

In|y|—In|C|=1In %‘:—ff(x)dx

Durch Umkehrung erhalten wir die allgemeine Losung der homogenen
linearen Differentialgleichung in der Form

y=c-cd e g
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Losung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung

Losen Sie die folgenden homogenen linearen DGL
I. Ordnung

Aufgabe 1: Xy +y=0, y(1)=1, y(_):_3

Aufgabe 2: y' ' +xy=0 y(0)=-1, yp(0)=2

Aufgabe 3: ' +2x°y =0, y(0)=-1, y(0)=3

Aufgabe 4: y'+(ax> +bx)y=0
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Losung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung

4x(x*+1)

Aufgabe 6: y '+ 1 5
x + 2x° + 1

x_
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 1

Xy +y=0, y(1) =1, y(l)z—?)
xzy'—i—y:O & y'+—=y=0
Wir vergleichen diese Gleichung mit der homogenen DGL 1. Ordnung:

y'+ flx)-y=0, flx)=—=

Die allgemeine Losung der homogenen linearen DGL hat folgende Form:

[ & 1
y:C'e_jf<x)dx:C-e szC'ex
1 1
1) y(1) =1, Clze_l, y,=C e’ =e
i , 1 1_5
2) y(a)=—3, C,=-3e °, y,=Cye” =—=3e
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung I

yi(z)
0 T
4 -3 -2 + 0 1 2 3 4 5 6 7 T &
T
N yz(z)
-2
-3
Abb. LI: Die Integralkurven der DGL
1 1,
—_ X —— 3 X
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung:

Die Abbildung auf der nichsten Seite: Die Integralkurven der DGL
entsprechen folgenden Werten der Integrationskonstante

x2

y,;=C,e *: C/=-1, C,=2, C,=4, C
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 2

2

Abb. L2: Die I DGL )
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 3

y'+2xy=0 = Q=—2x3y
X
dy 3 _ x*
[Z=—2[xd = In|y|l=-2+Ih|C]
y 2
x4
y=Ce 2
Spezielle L.osungen:
x4
2
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 3

Abb. L3: Integralkurven der DGL

x4

y=Ce 2
2-3b Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 4

Die Abbildung auf der nédchsten Seite: Die Integralkurven der DGL ent-
sprechen folgenden Werten der Integrationskonstante und der Parameter

1y C==1, a=1, b=1
2y C=2, a=2 b=2
3) C=3, a=-

4) C=4, a=-
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 4

Abb. L4: Integralkurven der DGL
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 5

x  6(x*+ x)
yi+|l 5 - y=20
2 2% + 3x?
2 2
+
|z S dx)) g 2, S0t
X 2 2x +3x y 2 2x +3x
2 2 2
X X+ x X du
oyl 4 f2x3+3x2 . 4 f”
u=2x +3x2, a’u=6(x2—|—x)dx
x° x?
:—T+ln|u|+ln‘C|=—Z+ln|Cu|
Y x°
In = = ——
C (2x° + 3x%) 4
X2
Allgemeine Losung: y=Cx*(2x+3)e *
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 5

X2

y=Cx*(2x+3)e *

Spezielle L.osungen:

x* 1
__+_
Dy =2 p)=sx@x+3e *
x? 1
_ I 43
) y)=1 py=iPer3)e
x2
~X
3) y(=2) =1, y3(x)=—%x2(2x+3)e 4
| 2?9
— _ 2 4 "4
4) y(-3) =1, y4(x)——ﬁx (2x +3)e

Eine graphische Darstellung der Integralkurven, die diesen LOsungen
entsprechen, folgt.
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 5

4

Abb. L5 Die speziellen Losungen der DGL
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 6

dy 4% (x> +1) dy 4x(x*+1)
— = |—x + , — = —x + dx
dx x4+ 2x 42 fy J Y+ 2x7+2
2 + 1) x2 du
In | |:_x_+4 (x° dc = — =— + | = =
Y fx +2x°+2 2 “ru
it o 4 [ = = = 4 @]
——7+nu+nC——7+nCu

u=x"+2x>+2, du = 4x(x*+1) dx

In Y =_ X
C (x*+2x*+2) 2

XZ

Allgemeine Losung: y=C((x*+2x*+2)e ?
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 6

Spezielle 1.0sungen:

X 1
__+_
1) y(1) = 2, yl(x):%(x4+2x2+2)e 22
2
2) y(=2) = 1 (x):L<x4+2x2+z)e_x7+2
y , Y, T
| x 1
3) y(1) = —1, y3(x):—§(x4—l—2x2—|—2)e 22
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 6

Abb. L6: Die speziellen Losungen der DGL
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 7

X COS X
T+ = - = =0
v 5 sin x + 2 “
J'Q:‘[_ﬁ ocosx dx
y 5 sin x + 2
2

1n|y|:_—+jd“:_—+1n|cu|
u=sinx + 2

> _x _x
ln& I—JIC—O, y=Cue Y =C(sinx+2)e "

Alleemeine 1.0sung:

y =C(2+sinx) e
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 7

y =C(2+sinx) e

1) y(0) = 4, y1=2(2+sinx)e 10

2 + sin x _11_0(’62_1)
2) y(=1) =1, yZ:Z—Sin(l)e
3 2+sinx _11_0(’“2_1)
H ) =3, 375 2xsin(1) €

Eine graphische Darstellung der Integralkurven, die diesen LOsungen
entsprechen, folgt.
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 7

Abb. L7-1: Die speziellen Losungen der DGL
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Homogene lineare DGL 1. Ordnung: Losung 7

Sternenhintergrund: http://www.awesomestories.com/images/user/65e38ed5d5.jpg

Abb. L7-2: Eine mit GIMP verarbeitete Darstellung von Integralkurven der Aufgabe 7.
Der optische Eindruck von Sanddiinen der Sahara
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