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Integration einer DGL durch Substitution

In einigen Fillen ist es moglich, eine explizite Differen-
tialgleichung 1. Ordnung y'=f(x, y) mit Hilfe einer ge-
eigneten Substitution auf eine DGL 1. Ordnung zuriick-
zufiihren, die dann durch Trennung der Variablen gelost
werden kann. Wir werden folgende DGLen behandeln:

y'=flax+by + c)

Y

X

y'=f
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c)

Eine Differentialgleichung y'=f(ax + by + c¢) ldsst sich
durch die lineare Substitution

u=ax +by-+c

losen. Dabei ist zu beachten, dass y und u# Funktionen
der Variablen x sind

u'=a+by', y'=——m y'=f(u)

Diese Differentialgleichung kann durch die Trennung
der Variablen gelost werden.
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c): Aufgaben [-4

Losen Sie folgende DGL 1. Ordnung durch eine
geeignete Substitution

Aufgabe 1: y'=2x—y, y(0)=3

Aufgabe 2: y'=x+y, y(0)=3

Aufgabe 3: y' = + 1, y(4)=2

Aufgabe 4: y'=2y+ x)
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c): Losung 1

y'=u = u=2-u' e u'=2-u

du du du

dx v 2—u T Iu—2 fx

u— 2

Injlu —2|=—x+mIn|C| = In 8 ‘——x
u—2 —X —X

= = u=Ce*"+2 (CeR)
u=2x—y=Ce "+ 2, y=—Ce*+2x—2

y(0)=-C—-2=3, C=-5

Spezielle Losung: y=5¢e¢ *+2x — 2
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c): Losung 1

Wir bestimmen weiter andere speziellen Losungen dieser
Differentialgleichung:

2) y'=2x—-y, y(0)=1
C =-3, y=3e " +2x—-2

4y y'=2x—-y, y(=2)=-4

C=2¢?2, y=2(x+e % —-1)

Entsprechende Integralkurven werden in der Abbildung LI-1
dargestellt.
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c):

Abb. LI-1: Integralkurven der DGL .
2-1c Ma 2 — Lubov Vassilevskaya
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Abb. LI-2: Richtungsfeld der DGL, Integralkurven. Die rote

der speziellen Losung der Gleichung mit y (0)
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c): Losung 2

y'=x+y, z=x+y = z'=1+y', z'—-1=z

2 _(dx, M|i+z|=x+h]|C|

1+z

1+z| _ _ X _ X
In C = X, 1+z=Ce", y=Ce —x—1
Allgemeine Ldsung: y=Ce" —x—1

y(0)=3 & 3=C—-1 = C=4

Spezielle Losung: y=4e"—x—1
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by +c): Losung 2

Abb. L2-1: Integralkurven der DGL y'=x +y. Die rote Kurve mit C =4 entspricht der
speziellen Losung der Gleichung mit y (0) = 3
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DGL vom Typ y'=f(ax+by+ c): Losung 3

y' = L + 1
X =y
du dy
u=x—y, —=1-— o u'=1—-y' = '=1—-u'
Y dx dx ) )
yrzl_u', y!:l_|_1 = 1_ur:l_|_1 —
u u
u'z—l, fuduz—fdx, '=-2x+C o
u
(x — y)P=-2x+C, y=x*V=2x+C

y(4)=2: 2=4+x/8+C & -2=x8+C =
—2=-J-8+C = C=12

Spezielle Losung: y=x—+12 - 2x , C =12
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DGL vom Typ y'=f(ax+by+ c): Losung 3

Abb. L3-1: Integralkurven der DGL y'= 1/(x-y)+ 1. Die rote Kurve (C = 12) entspricht der speziellen
Losung der Gleichung mit y (4) = 2. Die Kurven mit der Bezeichnung C = -5, -2, I, 4 entspre-
chen der Gleichung C=2x + (x-y)?
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c): Losung 4

u=2y+x = u'=2y'+1 = y'Z%(u'—l)
r 2 r 1 r 1 r 2 ' 2
y'=u, y:E(u—l) = E(u—l):u = u'=2u +1
@:2u2+1 = —gu =dx = f—gu ZIdX
dx 2u® + 1 2u” + 1
aus Formelsammlung:
> du = iarctanzau+b (A > 0)
au” + bu + c VA JA
_ 1 2au+ b —+Vv-A
= In (A < 0)
V—A 2au+ b+ V-A
A=4dac- b’
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DGL vom Typ y'=f(ax+ by + c): Losung 4

du

Das Integral A
'[ 2u® + 1

entspricht dem Fall

a=2, b=0, c=1 = A=8>0

f _du % arctan(\ﬁu)

% arctan (V2u) = x + C = arctan(V2u) = V2 (x + C)

V2u = tan(\V2 (x + C)) = u = than(\/a(x +C)) <

2y+x:%tan(\/§(x+C)) = yzz—TEtan(\/E(x-l-C)) —%
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