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Trennung der Variablen: Aufgaben

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung
bzw. Anfangswertprobleme durch Trennung der Variablen:

Aufgabe 1: 1—|—y2—|—xyy’=0

Aufgabe 2: 1—|—4y2+axyy’=0, a€R, a#0
Aufgabe 3: xV1+y2—|—yy’\/1+x2=O

Aufgabe 4: y' =sinx-siny

Aufgabe 5: y ' =3cos(2x) — % y(%) =2, y(%) =1

Aufgabe 6: e (1 +s') =1, s =

Aufgabe 72 (1 +e¥) y'=e”, y(0)=0

Aufgabe 8: (I +e”) yy'=e
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Trennung der Variablen: Losung 1

1—|—y2+xyy'=0

1

1+ ) dc+xydy=0 >
x(1+ y9)

X

u=1+y2, du =2ydy, ydy=d—2u

fydy - JE s [
u X
njul=-2In|x|+m|c|]=ln|&| = u=S5
X
yzz%—l, yxi+xt=C
X
y == %—1
X
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Abb. L1: 20 Integralkurven der DGL. Die blaue Kurve entspricht dem Wert der Integrationskonstante C = 2,
die orange Kurve — dem Wert C = 12, die rote Kurve — dem Wert C = 20

2.2 2 _
yx +x"=C
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ITrennung der Variablen: Losung 2

1—|—4y2+axyy’=0, a€R, a#0

(1+4y)dc+axydy=0 X L :
x(1+4y°)
J‘ ydy :_lf@ fdu: 8 dx
1 + 42 a’ x’ X
2 du
u=1+4y°, du=8ydy, ydyz?
_8 _ 8
ln|u|=—gln|x|+ln|C|= Cx “|, u=Cx *
8 8 8
1+4y“=Cx ¢, x+4y"x?=C
8 8
2=1Cx_5—1) =+l\/Cx;—l
y 4 4 y _2
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Trennung der Variablen: Losung 2

8 8
xa+4y2xa=C

Abbildung [.2-1, Seite 4-2c:

a=-2: x_4+4y2x_4=C, 1—|—4y2=Cx4

Abbildung [.2-2, Seite 4-2d:

a=—8: x_1+4y2x_1=C, 1—|—4y2:Cx
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Abb. L2-1: Integralkurven der DGL. Die blaue Kurve entspricht dem Wert der Integrationskonstante C = 4,
die orange Kurve — dem Wert C = 10, die rote Kurve — dem Wert C = 20
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Abb. L2-2: Integralkurven der DGL. Die blaue Kurve entspricht dem Wert der Integrationskonstante C = 4,

die orange Kurve — dem Wert C = 10, die rote Kurve — dem Wert C = 20
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Trennung der Variablen: Losung 3

4.3

x‘\/1+y2—|—yy"\/1+x2=O

1

X
\/1+y2\/1+x2

f _ydy J" x dx

‘\/1+y V1 + x°
u=1+y2, du =2y dy, v=14+x dv = 2x dx

ydy _ [ _Xxdx Lpdu _ 1 dv
et i rewc Sl T irriat Rl
%f 12 4 __lJ" “102 g, o M2 U2 o
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Trennung der Variablen: Losung 4

dy dy

y'=sinx-siny, —— =sinx - sin y, , = sin x dx
dx sin y
J" dx 1 ax

———— = — |n | tan —

sin(ax) a 2
Das kann man zeigen mit der Substitution u = tan B
f.d—y=fsinxdx, In tanl|=—cosx+ln|C|

sin y 2

tan% =C e 7, % = arctan(C e_cosx)

—COSX)

y =2 arctan(C e
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icht dem Wert der Integrationskonstante C

Integralkutven der DGL. Die blaue Kurve entspr

die orange Kurve — dem Wert C

Abb. L4:

4, die rote Kurve — dem Wert C =10
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Trennung der Variablen: Losung 5

o _ X L1 LY
y 3 cos(2x) 51 y(4) 2, y(8) 1

Allgemeine Losung: y(x) = El sin (2x) — X 4c

2 4
Spezielle L.osungen:
L R S I S G
Y14 - 2 4 27 64
2
~ % sin (2 x) — % + 0.654

2
X

2
TT

2
X

sin (2 x) — i 0.022

12

Tt 3 . 3
Tlo1 ip(x)=2sin(2x) - % +1- +
y(g) y(x) = 2 sin(20) - X N
3
2
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Trennung der Variablen: Losung 5

Abb. L5: Integralkurven der DGL. Die blauen Kurven mit C = 0.65 bzw. C =-0.02 entsprechen
den speziellen Losungen der Gleichung mit y (n/4) =2 bzw. y (n/8) = 1
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Trennung der Variablen: Losung 6

du ds du
d = R =
T fes_l JNu(qul)
du 1
= = du = 1 — 1 + 1| =
Jﬁu(u-l-l) f u  u+ 1] 07 = e |
S_
= In “ = In|& 1
u + 1 =
s ¥
In| % 1 = t+In|C o In| 1 =t
e’ Ce’
= =S
ln1 Ce =t, I Ce —e!. l—e f=Ce’
Allgemeine Losung: e *=1-Ce’, s(t)=-In(1 - Ce’)
4-6a
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Trennung der Variablen: Losung 6

e (1 +s')=1, a) s(0)=-2

Allgemeine Losung: s(z) = —In(l1 — Ce’)
s(0)=-In(1-Ce’)=-In(1-C)=-2

~In(1 - C) =-2, In(1-C)=2, 1 —C=¢e?
C=1-e¢?

s(t)=—=In(1 —Ce’)=—In(1 — (1 - ez) e')

Spezielle LLosung a):
s(0)=—-2: s(t)=—-In(1—(1 - e2) el) = —ln((e2 —1)e’ +1)

Spezielle Losung b):

s(0) = 2: s(t)=—-In(1 - (1 - e_z) el) = —lm((e_2 —1) e’ +1)

Die beiden speziellen Losungen sind in der Abb. 6L-1 auf der néchsten
Seite dargestellt.
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Trennung der Variablen: Losung 6

C=1—¢e"*

C=1-—¢e?

Abb. 6L-1: Integralkurven der DGL, die blaue Kurve entspricht der speziellen Losung a), die rote
Kurve entspricht der speziellen Losung b)
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Trennung der Variablen: Losung 6

-5

Abb. 6L-2: Integralkurven der DGL, die den Werten -0.2, -04, -1 und -2 der Integrationskonstante C
entsprechen

s(t)=—In(l — Ce’)
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Trennung der Variablen: Losung 6

Abb. 6L-3: Integralkurven der DGL

_ . t
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Trennung der Variablen: Losung 7

Y dx du
dy = E _ (1@
J f1+ex ] =
u=1+e”, @=ex, du = e” dx
dx
du X
[av =] =, y=mhlu|+C=mh(l+e*)+C
u

Allgemeine Losung: y =In(1 +e¥) +C

Spezielle Losung: (1 +e¥) y'=e", y(0)=0

y(0) =In(1 +e) +C=m(2)+Cc =0, C =-In(2)

Il +e”

y=Mhn(l+e")+C=n(l+e")—m(2)=In|—

Il +e”
2

y = 1In
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Trennung der Variablen: Losung 8
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