Integrale
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Der Flacheninhalt krumm begrenzter Flachen, das Volumen

von beliebig geformtem Korpern, die Lange von Kurven,
die be1 Bewegung in einem Kraftfeld geleistete Arbeit, der
Fluss einer Stromung durch ein Fliachenstiick — all diese
Dinge lassen sich mit einem Konzept beschreiben und be-
rechnen: dem Integral.
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Differentialrechnung und I[ntegralrechnung

Neben der Differentialrechnung i1st die Integralrechnung die zweite ragende
Sdule der Analysis. Die Differentialrechnung befasst sich in erster Linie mit
dem Verhalten im Kleinen, also mit dem lokalen Anderungsverhalten von
Funktionen. Die Integralrechnung behandelt Aspekte 1m Grollen. Das Integrie-
ren ldsst sich als Umkehrung des Differenzierens auffassen.

Differentiation: y=f(x) - y'=/f"(x)

Integration: y'=f"(x) - y=/f(x)

In einigen Fillen ist es moglich eine Funktion zu bestimmen, wenn ihre Ab-
leitung bekannt ist. Wir werden das im Folgenden zeigen.
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Unbestimmtes Integral

Falls die Ableitung der Funktion f(x) gleich Null fiir alle x 1im

Interall 7 1ist, f'(x) =0, dann hat f(x) einen konstanten Wert
fir alle x im Interall 7: f(x) = C.

x, < Xx, X, x261
f’(x) — lim f(xz) - f(x1> — lim f(xz) - f(xl) ~ 0
Ax — 0 Xy = X4 Ax — 0 A x
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Unbestimmtes Integral

Falls £, '(x) = f,'(x) fir alle x im Interall 7 ist, dann gibt es
eine Konstante C, so dass

filx) = fr(x) +C

Diese Eigenschaft hat folgende geometrische Interpretation: die
Funktionen mit gleicher Ableitung werden graphisch als eine
Menge von Funktionen dargestellt, indem man alle Kurven aus
einer einzigen durch ein vertikales Verschieben bildet.
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Integration als Umkehrung der Differentiation: Beispiel 1

Abb. Bl: Geradenschar y=x+C (C=-2,-1,0, 1, 2)
Gegeben: y'=1

Gesucht: Funktionen y =f(x) mit der 1. Ableitung y'=1

Losung: y':di(x—l—C):l
x
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Integration als Umkehrung der Differentiation: Beispiel 2

|
Abb. B2: Kurvenschar y =x*/2+C (C=-2,-1,0, 1, 2)

Gegeben: y'=x Gesucht: Funktionen y = f(x) mit der 1. Ableitung y'=x

2
Losung: y’=di %+C
X
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Integration als Umkehrung der Differentiation: Beispiel 3

0 1 2 !
1

Abb. B3: Kurvenschar y =exp(x) + C (C=-2,-1,0, 1, 2)

Gegeben: y'=exp (x) Gesucht: Funktionen y = f(x) mit der 1. Ableitung y'= exp (x)

S
dx
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Integration als Umkehrung der Differentiation: Beispiel 4

Abb. B4: Kurvenschar y =cosx +C (C=-2,-1,0, 1, 2)

Gegeben: y'=-sinx
Gesucht: Funktionen y = f(x) mit der 1. Ableitung y'= - sin x

Losung: y' = di (cosx + C) = —sinx
x
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Eigenschaften der Stammfunktionen

Definition:

Eine Funktion F (x) heiflt eine Stammfunktion zu f(x),
wenn gilt F' (x) =f(x)

e Es gibt zu jeder stetigen Funktion f(x) unendlich viele
Stammfunktionen

e Zwei beliebige Stammfunktionen zu einer stetigen Funk-
tion f(x) unterscheiden sich durch eine additive Konstante:

F (x) = F,(x) = const

Definition:

Das Aufsuchen samtlicher Stammfunktionen F'(x) zu einer
vorgegebenen Funktion f(x) wird als Integration bezeichnet:

F'(x) =f(x).
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Unbestimmtes Integral

f f(x) d x — unbestimmtes Integral

F (x) — Stammfunktion

f(x) — Integrand

C — Integrationskonstante
[ fxdx = S+ ¢l = f ()
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Unbestimmtes Integral: Integrationsregeln

fC-f(x)dx=C-ff(x)dx

| (f(x) £ fo(x))de = [ fr(x)dx = [ f,(x)dx

S = (k1)

f(k+1)-xkdx=(k+l)kadxzkaJrC

[ x*ax=>—+C, keR, k=-1
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Integration von Potenzfunktionen: Aufgaben I, 2

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

2

5
X

3\/;+£4dx

X

a) f 3x7 + dx
b) |

c)_f

. 2
%x—|—432x
X

(U'S)

LI RN
X

d) || T

a) J'(2%/;—3x23\/;+

VX — 23\/x2 + 1
b) d.
f 4/—x %

dx

dx

x%/;)dx
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Integration von Potenzfunktionen: Losung 1

b)f3\/;+%dx=3fx“2dx+2fx4dx=2x3/2—%+C
X X
2
c) f %\/;4-4_?;)6 dx=%fx“2dx+4fx_2—3fdx=
X
=ix3/2—3x—£+C=ix\/;—3x—i+C
9 X 9 X
d)f \/;—l— 3 —x%/; dlefx“zdx-l—?)fx_l/zdx —fx4/3dx=
2 2

%x3/2+6\/;—%x7/3+C=%x\/;+6\/;—%x2%/;+C

3-2 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



3-3

a) [l23

Integration von Potenzfunktionen.: Losung 2

—3x23 +x3\/») =

3 a3 9 w3 83 _
X X + =X =
2 10

%x%/;—%x33x+%x23\/x2 + C

b)f\/;_

3
2\/;+1d 4 514 24

17/12 . 4374
X = — X — =X + - X =
e 5 17 3

Zi 4\/7——x12\/7 \/»+C
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Integration von Exponentialfunktionen

Die Exponentialfunktion:

_fexdxzex—i—C

Verwendung einer anderen Basis a:

fix)=a", f'(x)=a" Ina, faxlna dxzax—FC1

[a*dx="-+C, a€eR, a>0, a=#l
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Elementarintegrale: Aufgabe 3

a) f (e — 3")dx

b) fln4-2x dx

c) f (™2 + 4 ¢%)dx

d) J. (ex+ln4 4+ eln3)dx

W | =
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Integration von Exponentialfunktionen: Losung 3

a) f(ex—3x)dx=ex— : + C

b) [ In4-2dx = 22 2*ax=2"""+C

c)f e + 4¢%)dx = _f(2+4ex)dx=2x+4ex+C

d)f x +ind e’ dx=f(4ex+1)dx=

L L
T3

= 4" +x +C

4-3 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Elementarintegrale: Aufgabe 4

fsin(kx)dxz—%+€, (—COSI({“) = sin (k x)
f cos(kx) dx = sin(kkx) + C, singckx) = cos (k x)

a) f sin(2x) d x

b) fcos d x

i
2
c) fsinzx d x

d) fcoszx d x

2

x° dx
e
)f1+x2
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Elementarintegrale: Losung 4

a) f sin(2x) dx =— % cos(2x) + C

+ C

. X
dx =2sin|Z
X Sin )

b) fcos %

c) fsinzx dx=f 1 — soyi2) dxzéfdx—%fcos(Zx) dx =

2
X |
== ——sin(2x)+ C
2 4
d) fcoszx a’x=f 1+c<;s(2x) a’ng-l—%sin(Zx)—l—C

= x —arctanx + C

e)fxdx:f(x+1—1 —fdx—f

1 + x2 1 + x 1 +x

2
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