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Substitution bei bestimmten Integralen: Lernziele

Was wir wissen:

Wann berechnet man Integrale mit Hilfe einer Substitution?

Wie berechnet man Integrale durch Substitution?

Was werden wir wissen?

Wie dndert man die Integrationsgrenzen bei einer Substitution.
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Substitution bei bestimmten Integralen

Es gibt zwei Methoden bestimmte Integralen mit Hilfe einer Sub-
stitution zu berechnen.

Die erste Methode besteht darin, eine Stammfunktion mit einer Sub-
stitution zu bestimmen und dann ein bestimmtes Integral durch Ein-
setzen der Integrationsgrenzen zu berechnen:
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Substitution bei bestimmten Integralen

Bei der zweiten Methode werden Integrationsgrenzen entsprechend der
neuen Variablen gedndert und das bestimmte Integral ohne Riicksubsti-
tution berechnet:

ul—g(a), uz—g(b), a<x<b, u <usu,
b Uy
1=] flg(x)-g'(x)ex= [ f(u) du=[F(u),> = Flu,) = Flu)

Diese Formel zeigt, wie sich die Integrationsgrenzen dndern, wenn
die Integrationsvariable durch Substitution gedndert wird.
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 1

Im Folgenden berechnen wir das bestimmte Integral / mit beiden Integra-
tionsmethoden durch Substitution

2
]=f\/3x—2dx
1

Erste Methode: Wir berechnen zuerst die Stammfunktion F (x) des Inte-

granden

u=i£—2 1 3
f\/3x—2dx = %f\/;duz—fu =%u2+C=
o du _ _ du
u=3x-—2, dx—3, dx—3

3
=§Bx—ﬂz+c=%@x—ﬂwx—z+C:Fuwwj

Flx)=2(Bx—2)Y3x -2
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 1

Das bestimmte Integral / wird durch Einsetzen der Integrationsgrenzen in die
Stammfunktion F (x) berechnet:

1= [ 2= P = 2 fax - 2502 ) -
— % (32-2)V32-2 —(31-2)V31-2 | =

2 14
:5[4\/2—1}:721.56

2
I=f\/3x—2dx=19—4
1
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 1

Zweite Methode: Wir berechnen das bestimmte Integral mit neuen
Variablen und neuen Integrationsgrenzen:

2 4 4 1 3¢
]=f\/3x—2dx=%f\/;du=%fu2du=§ u? | =
1 1 1
_2 _2 R G
_9[u0]1_9[4ﬁ 1] 5 = 1.56
. du _ _ du
u=3x—2, dx—3, dx—3
x=1: u=3-2=1, x=2: u,=3-2-2=4
Uy SUSU,: l<u<4
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 2

Wir berechnen das bestimmte Integral I mit beiden Integrationsmethoden

durch Substitution
nt/2

1 = f sin” x cos x dx
0

Erste Methode: Wir berechnen zuerst die Stammfunktion F (x) des Inte-

granden
. 2 “om 2 u’ sin’ x sin° x

fsm X cOS x dx = fu duz?—l—C: 3 + C, F(x)= =

: du
U =sinx, — = COS X, du = cos x dx

dx
/2 .3 | 1
) sin” x

I = fsmzxcosxdxz 2 _ =

0 3 0 3

Zweite Methode: Wir berechnen das bestimmte Integral mit neuen Variab-
len und neuen Integrationsgrenzen:

w2

.2 — u 1
fsm xcosxdx = f = 3 = —
0 0 0
o T .
u = sin x, 0<x<§. Oo<u<x<l
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 2

mt/2 1 i
1 = f sin’ x cos x dx = fuzdu = =
0 0 3

Da die Funktion y = sin’x cos x im Intervall x = [0, n/2] und die
Funktion y = u? im Intervall u =[0, 1] nur positive Werte besitzen,
beschreiben die Integrale

/2 1

.2 2
f sin” x cos x dx , fu du
0 0

Flichen unter den Funktionen in den entsprechen Intervallen. Diese
Flachen sehen nicht gleich aus, haben aber gleiche Flicheninhalte,
was in den beiden folgenden Abbildungen gezeigt wird.
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 2

0.51 f(z)

79 10 0.79 /2 2.

N g4

Abb. B2-1: Die Fliche A unter der Funktion y =f(x) im Intervall x = [0, n/2] ist gleich 1/3

f(x) = sin®xcos x, x =10, n/2]
/2 |

A= f sin’ x cos x dx = 3 FE
0
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Substitution bei bestimmten Integralen: Beispiel 2

0.57

Y L

1.5 u ;

N K4

Abb. B2-2: Die Fldche A unter der Funktion y = f(u) im Intervall x = [0, 1] ist gleich 1/3

1
f(u)=u2, I=J'uza’u=l
5 3
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Substitution bei bestimmten Integralen: Aufgaben

Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale:

1 1 1
Aufgabe 1: Ilzfe_xdx, Izzfe_x+ld , I3=fe2xdx
0 0 0
hid hid
4 4
Aufgabe 2: ]lzfcos(2x)dx, Izzfsin(4x)dx
0 0
1 1
Aufgabe 3: Ilzfx(x2+2)3dx, ]2=f(2x—1)(x2—x+1)4dx
0 0
2 I 2 1
Aufgabe 4: I, = xe’ dx, 12=fxex_ dx

COS X
1 + 4sinx

Aufgabe 5: [ { =

St a|lg O=—~

Aufgabe 6: [, =

L) Sy 00
Sy

~

)

I
w%ox
-

I
[\

Sy
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losungen [-3

1 1 1
Ilzfe_xdxz —é, Izzfe_x+1dx—efe_xdx—e—1
0 0 0
1 1 2x71_ 1,2
]3=£ezxdx=§[ x]o—z(e—l)
bid
4
1 /4 1
Losung 2: Ilzfcos(2x)dx:§[s1n(2x)]0 >
0
% 1 1
: /4
]2=£s1n(4x)dx= Z[s1n(4x)]g ==
1 | 65
Losung 3: ]lzfx(x2+2)3dx g[(x —|—2)] Y
0
1
12=f(2x—1)(x2—x+1)4dx %[(xz—x+l)] =0
0
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losungen 4, 5

Losung 3:

T

; COS X 1 / 1
I, = dx =—[In(1 + 4si 76—~ In3
! {1+4sinx ¥ =g [n(1+dsinx)lg™ =2 In

8
Losung 6 I, = [ =2 —=2Vx+1|%=2
3

vx + 1

o | W

6
2 14
]22_3[ x—2dx=§(x—2) =3
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Substitution bei bestimmten Integralen: Aufgaben

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit beiden Integrationsmethoden:

2
Aufgabe 7: f 2x — 1
1
0
Aufgabe 8: f 2 x +1)
-1
1 X
Aufgabe 9: j
0 e’
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losung 7

2
= [(2x—-1)%d
1
Methode 1:
[(2x-1) dx:%fu3du:é(2x—l) +C=F(x)+C
F(x):§<zx-1>4
5.1 du_ _du
u=2x-—1, o 2, dx >
i 1 1
I=[(2x—1)dx =[F(x))? = g[(2x—1)} §[34—1}_10
1
Methode
x =1: u1=1, x =2: u2=2-2—1=3
3 13 413
=f x—1)d —fu3du=u— =10
1 2 8 |1
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losung 8

Methode 1:
fxz(x3+1)4dx=lfu4du=lu—5+C=£+C
3 3 5 15
_(x3+1)5 B _(x3—|—1)5
= +C=F(x)+C, F(x)= T
_ .3 du _ , 2 2 . _ du
u=x +1, dx_3x , xdx—3
0 3 510
2(.3 4 o _|(x+1) 1 1
I = + 1 = |F = = —11—-0|=—
_flx(x )dx [ (x)}_l T ]_1 15[ O] T
Methode 2:
¢ 2(.3 4 11 4 51° 1
I = + 1 = = == =—
_flx(x )" dx 3{14 du 51,15
u=x+1, —-1<x<0: O0<u<]I
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Substitution bei bestimmten I[ntegralen: Losung 9

1 2x
I:f ©  ix
01+ex

Methode 1:

X
| 2e dxzzf@=21n|u|+czzln|1+ex|+c
u

1 + e*
u=1+e", ﬂ=ex, e dx = du
dx
1 X
1
]:f 28 dX:2[1n|l‘|‘€x”022(h’1|1—|—e|—ln|2|):21n 1+€
o 1 +e* 2

Methode 2:

1 2x 1+ed |+

| 28— ax=2 —”:2[1n|u|]12+e=21n‘ “l~1.24
()1‘|‘€x 2 u 2
u=1+e", 0<x<1: 2<u<l+e
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Substitution bei bestimmten Integralen: Aufgaben

Berechnen Sie die Integrale der fogenden Aufgaben mit der zweiten
Integrationsmethode entsprechend der Formel:

b Uy
I=[r(gx))-g'(x)ax=[ f(u)du=[F(u),}=Fu,) = F(u)

1

Zeichnen Sie dabei die Flache unter der Funktion f(g(x)) - g'(x) im

Interval x =[a, b] und der Funktion f(x) im Interval u =[u,, u,].
NG
Aufgabe 10: [ = fxsin(xz)dx
0
/2
. _ 3 2
Aufgabe 11: [ = f x> cos (x7) dx
0
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losung 10

— S1NT

.79 I 0.79 /2 2.36 n

N K4

Abb. L10: Die Flichen unter der Funktion y = x sin (x?) im Intervall x = [0, N\x] und der Funktion
vy =(1/2) sinx im Intervall x = [0, n]

VR [ 1 1
I= [ xsin(x¥)dv == [sinudu=—=[cosu]f=—=(=1—1)=1
0 2() 2 2
_ 2 du _ _du
4-1 =232, O0<xz<vA: O<u<n
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losung 11

/2 | n/2
I = { x3cos(x2)dx=5 { zCcos zdz

Integration durch Substitution:

z=x2, %=2x, xdx=%
Z=X2, 0<x<,Z 0<z<Z
2 2

Particlle Integration: [udv=uv — [vdu

u=1z, du=dz, dv=coszdz, Vv=/[coszdz=sinz
17[:/2 | n/2 |
1:5 ‘({ Zcoszdz=5 [Zsinz]glz— {sinzdz =§(zsinz+cosz)g/2=
_ 1 LsinZ + cosZE — 0sin0 — cos 0 _ 1 I :l(n—2)20.29
212 2 2 212 4
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Substitution bei bestimmten Integralen: Losung 11

%

Y

x”’ cos(z”)
0.51
— COST

; 0, . O .
.79 0 0.79 AZ — 0.29 /2 - 2.

_n

Abb. L11: Die Flichen unter der Funktion y =x3sin (x3) im Intervall x = [0, Nn/2] und der Funktion
v = (x/2) cos x im Intervall x = [0, n/2]

/2 17[/2 |
I = f x3cos(x2)dx=— f zcoszdz = —(m —2)~0.29
0 2 0 4
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