Kugelkoordinaten
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Kugel- oder rdumliche Polarkoordinaten
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Abb. 1: Der Punkt P im Kugelkoordinatensystem

Die Kugelkoordinaten bestehen aus:

e der Liange r des Radiusvektors
dem Winkel 0 zwischen der z-Achse und dem Vektor r

dem Winkel ¢ zwischen der x-Achse und der Projektion
von r auf die x,y-Ebene.
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Kugel- oder rdumliche Polarkoordinaten

Abb. 2: Kugelkoordinatensystem
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Kugel- oder rdumliche Polarkoordinaten

Die Koordinatenflachen dieses Systems sind:

e die Kugeln mit dem Radius r = const

e die Kegel mit § = const mit der Spitze im Koordi-
natenursprung und der z-Achse als Achse sowie

e die von der z-Achse ausgehenden Halbebenen mit
@ = const.

Die Transformationgleichungen:

X =r cos¢ sin 0
y =r sing sin 0

z =17 cosoO
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Die Jacobi-Determinante

X =7 cos¢ sin 0, y =r sing sin 0, z =71 cos 0
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Volumenelemente: Zusammenfassung

Kartesische Koordinaten x, y, z

dV =dx dy dz

Zylinderkoordinaten 7 ¢, z

dV =rdop dr dz

Kugelkoordinaten 7, ¢, 6

dV = r? sin® drd0d g

Beliebige krummlinige Koordinate u, v, w

dV =|D| du dv dw
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Aufgaben 1, 2

Aufgabe 1: Berechnen Sie das Volumen einer Kugel mit Radius 1.

Aufgabe 2: Berechnen Sie das Integral / = f ﬂ - dx dy dz
4 \/X2+y2+z

; :

Integriert wird iiber das Volumen V' einer Kugel mit Mittelpunkt
im Ursprung O.

Aufgabe 3: Berechnen Sie das Integral

]=ﬂf\/x2—|—y2—|—22 dx dy dz
V

Integriert wird iiber das Volumen V' einer Kugel, die durch die
Gleichung

X%+ yz + 22 < 25
gegeben ist.
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Losung 1

Ein Volumen ist durch die folgendes Integral bestimmit:

v=|[[[ ar

Um das Volumen der Kugel zu bestimmen, miissen wir drei Integ-
rationsgrenzen bestimmen:

2Tt TT 1

V= fﬂdV_f [ | r*sino- drdedcb——n(VE)

b=0 6=0 r=0
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Losung 2

Der Integrand ist an der Stelle (0, 0, 0) unstetig (Unendlichkeitsstelle).
Man kann zeigen, dass das Integral existiert.

dV = dxdydz = r*sin® drd0d ¢
0<r<R, O0<p <21, 0<0<T

x2+y2+22 = r2

2T T

R
= [ 2= sin0do de dr =
r=0 @=0 0=0 7
R 2T 1
= [ #Bar [ do [ snodo =
r=0 ¢=0 0=0
3 K 2 12 3
={— r7/3] J g™ [—cosB]g = = w VR’
7 0 7
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Losung 3

0<r <1, 0<0<mr, O<p<2m
dedydz = r*sin® drd0d @

X+ +22<25: 0<r<5, 0<0<m, 0< @ <2m

x2+y2—|—22:r2

I=fﬂ\/x2+y2+z2 dx dy dz =
V

2T T 5

—fﬂrrsmedrdedcp—f [ | Asinodrdodo =
=0 0=0 r=0

415

I =54Tr.
4 o

11 5
=2 f sin 0 d 0 f I”3dl”=—21T[COSG]g
0=0 r=0
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Aufgaben 4, 5

Aufgabe 4: Das Integral ” cose dV
V I”

ist fiir einen Kegel zu berechnen, dessen Spitze sich im
Ursprung des Koordinatensystems befindet und der die z-
Achse zur Symmetrieachse hat. Der Winkel in der Spitze
betragt 20, die Hohe des Kegels ist 4. Weiter gilt:

h
cos 0’

0<r< 0<0<q, 0<@<2m

Aufgabe 5: Berechnen Sie das Integral

I—fﬂ (4 27+ 2777 dx dy dz

Der Integratlonsberelch V' ist das Innere einer Kugel mit
dem Radius 1.
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Losung 4

"

L T ‘
R

Abb. L4-1: Der Integrationsbereich V der Aufgabe 1
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Losung 4

X

Abb. L4-2: Zur Illustration der Aufgabe 1

o« hlcosO
I= [ j [ <52 2 gnodrdode =
4 r’ ®=0 6=0 r=0 r
2m (o hlcos 0 ™ | &
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Berechnung in Kugelkoordinaten: Losung 5

0<r <1, 0<0<mr, O<p<2m
dedydz = r*sin® drd0d @

X+ +22<1: 0<r<], 0<0<T, 0<@ <27

x2+y2—|—22:r2

3/

l_ﬂj 2 g iy d =

T 1
_ f [ [ e Psinodrdode =
©=0 0=0 r=0

2Tt T

= f d(pf sin0d o j

¢=0 0=0 r=0

1
3
= 21t (—cos 1 + cos0) f e’ rzdr=4TTr(e—1)

r=0
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