Monckebergstrafse, Hamburg, Haus (Fragment)

Transformation in vereinfachende Koordinaten
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Einfiihrendes Beispiel

| 7(x,y) dxdy
A

A 1st eine Kreisflaiche mit dem Radius 2.

In kartesischen Koordinaten:

A={(x,y) | -2<x<2, —V4-x*<y<V4—x?)

2 \/4—x2
[re,y)ydeay = | | flx,y) dydx
A x=-=2 y=—m

In Polarkoordinaten:

A={(r,o)| 0<r

N

2, 0<@<2T|

Dann erhdlt man konstante Integrationsgrenzen!
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Kreisfliche mit dem Radius 2

Abb. 1-2: Kreis mit Mittelpunkt O (0, 0) und Radius r =2
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Einfiihrendes Beispiel

Die Kreisfliche mit dem Radius 2 i1st in Polarkoordinaten:
A=1{r, o) |0<r<2, 0<@<2m|

Dann erhédlt man im Integral iiber dem Bereich 4 kon-
stante Integrationsgrenzen!

2 Va—x2 ? 2nm 2
f f f(x,y)dydx — f f g(r, @)drd o
x=-—2 y:_m e=0r=0
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Berechnung in beliebigen krummlinigen Koordinaten

Substitutionsregel fiir Doppelintegrale:

Ist f(x, y) eine stetige Funktion in kartesischen Koordinaten und (u, v)
ein anderes Koordinatensystem mit den Transformationsgleichungen

x=x(u,v), y=ylu,v)

Dann gilt

ff(x y) dxdy = ff y(u,v)) |D| dudv
A

wenn 4 die Beschreibung des Gebiets im (u, v)-Koordinatensystem und
D die Jacobi-Determinante ist:

Ox 0Ox

D = D(ny) _ 81/! aV
D(u,v) dy 9y

ou Ov
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Jacobi Determinante: Aufgaben

Bestimmen Sie Jacobi-Determinante in folgenden
Koordinatensystemen

Aufgabe 1:  (x, y) — (u, v)

3 . 3
X=ucos'v, y=usn'v

Aufgabe 2:  (x, y, z) — (u, v, w)

xX=3v
y =4u* — 2sin (vw)

zZ=vw

Aufgabe 3: (x, y) = (r, @)

X =7 cosQ, y=rsing

Aufgabe 4: (x, y) = (u, v)
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Jacobi Determinante: Aufgaben

Aufgabe 5:

Bestimmen Sie Jacobi-Determinante fiir Zylinderkoordinaten

X =7rcosQ, y=rsingp, z=1=z

Aufgabe 6:

Bestimmen Sie Jacobi-Determinante fiir Kugelkoordinaten

X =7rcosg sin9, y=rsing sin0, z =r cosB

3-A2



Jacobi Determinante: Losung 1

X =ucos’v, y=usin3v
ox 0Ox
D — D(x,y) _|ou ov | _
D(u,v) oy Oy
ou Ov
3 2 .
cosv —3u cos vsinv ) 2
= | 5 5 = 3u sin” v cos” v
sin” v 3u sin“v cosv

Parametergleichung der Astroide: x = @ cos’¢, Yy =a sin® ¢
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Abb. 2-1: Graphische Darstellung der Astroide fiir a =2 (blau) und a =3 (rot)

X =acos’t, y = asin’ ¢
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Astroide: Eine Darstellung

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya

)
=
e
=
W
=
S
kS
20
=
=
Q
)
) 2
S
e
Q
N
N
=
S
~




Astroide: Eine Darstellung

Abb. 2-3: Die Darstellung einer Astroide
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Jacobi Determinante: Losung 1

x=5v, y=4u’—2sin (vw), z=vw
0 x 0 x Jdx
ou ov ow
D = D(x,y, z) _ 0y oy Jdy _
D(u,v,w) ou v ow
0z oz oz
ou ov ow
0 5 0
= | 8u —2wcos(vw) —2vcos(vw) | = —40uv
0 w 1%
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Polarkoordinaten:

]
3

il

Abb. 3-1: Zur Umformung zwischen den kartesischen und Polarkoordinaten

X =17rcosqQ, y = r sin @

r = 0, O0<@p<2T
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Doppelintegral in Polarkoordinaten: Losung 3

Die Jacobi-Determinante:

ox Ox
D_D(x,y)_ or O |_ | cosp —rsing | _
— — = " =7
D(r, ) 0y Oy sin ¢ 7 COS
or O

Das Flachenelement in Polarkoordinaten: d4 = rdr d ¢

P, rz((P)
ff(x y) dA:f f f(rcos@,rsing) rdr d ¢
4 ®; 7 (®)
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Doppelintegral in Polarkoordinaten: Losung 3

Abb. 3-2: Fldchenelement in Polarkoordinaten
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Jacobi Determinante: Losung 4

r= sy, y=g ()

Ox 0Ox 11
D — D(x,y) _|ou ov | _|2 2|__1
D(u,v) |0y 0y 11 ;

ou 0JOv 2 2

3-4 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Jacobi Determinante: Losung 5

= E P y=rsing, z=z
Ox Ox O0Ox
or 0@ o: cosqp —rsing 0
D(x,y,z) 8y 8); @y -
D = _ _ . _
D(r,q,z) or 09 0z S“(;(P ’”C(C))SCP ? r
aZ aZ 52
or 09 0z

dV =dxdydz =|D|drdpdz =rdrdedz
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Jacobi Determinante: Losung 6

X =7r cosg sin 0, y =r sing sin 0, z =17r coso
ox Ox O0OXx
or o¢p 00
5 = D(x,y,z) _ |8y 8y oy | _
D(r,¢p,0) or O0¢@ 060
0z Oz Oz
or oO¢p 00

cospsin® —rsing sin O 7 COSs p cos O
. . . . 2 .
= | sin¢p sin O ¥ COS P sin O rsingcos® | = —r” sino
cos 0 0 —7rsin 0

dV =dxdydz = |D| drd®dq = r*sin® drd0d g
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