Celle, Stadtkirche St. Marien, Fragment

Schwerpunkt homogener ebener Flichen: Teil 2
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Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fldche: Aufgaben

Aufgabe 7:

Gesucht ist der Schwerpunkt
a) eines Viertelkreises mit Radius R,
b) eines Halbkreises mit Radius R,

c) einer Flache, die von der Funktion y =g (x) und der
x-Achse begrenzt wird

Aufeabe 8:

Berechnen Sie den Schwerpunkt der von der Kardioide
begrenzten Fldche

r =1+ cosq, O0<p<2m

Aufgabe 9:

Berechnen Sie den Schwerpunkt der von den Kurven
r (@) =2sing, r,(@) =4sing

begrenzten Fldche
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Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fldche: Aufgaben

Aufgabe 10:

Berechnen Sie den Schwerpunkt der von zwei Kardioiden
begrenzten Flache

ri(@)=a(l + cosp), 0O<p<2m

ry(p) = b(1 + cos ), O0<p<2Tm
a<b
Aufgabe 11:

Berechnen Sie den Schwerpunkt der Flache, die von der
Kurve r=r(p) und der x-Achse begrenzt wird

r(p) =2 + cos %)
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Schwerpunkt: Losung 7a

Abb. L7-1: Viertelkreis mit Radius R

0<r<R, o<¢<%, A=

Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt S auf der Geraden y = x.
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Schwerpunkt: Losung 7a

Abb. L7-2: Viertelkreis mit Radius R mit eingezeichnetem Schwerpunkt S

S =(042R, 042R)
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Schwerpunkt: Losung 7b

Abb. L7-3: Der Flichentyp der Aufgabe; Celle, Stadtkirche St. Marien, Fragment
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Schwerpunkt: Losung 7b

ol
Abb. L7-4: Die Fldche der Aufgabe: Halbkreis mit Radius R (hier ist R = 2)

1TR2
2

0<r<R, O<p<rm, A=

Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt S auf der y-Achse.

T R T R
ys:% [ | Asnedde=—2 [ sine d@frzdr=§—R:0.42R
=0 r=0 ™ R 0 0 TT
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Schwerpunkt: Losung 7b

Abb. L7-5: Halbkreis mit Radius R (hier ist R =2) und eingezeichnetem Schwerpunkt

A =

mTR?, S:(o, 4R)

1 4R
2 31T
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Schwerpunkt: Losung 7c

Abb. L7-6: Der Fldchentyp der Aufgabe

f(x)=VR* — x?%, g(x)=aVR?* — x?, 0<a<l

Die Funktion y = f(x), die den oberen Teil des Kreises beschreibt, unter-
scheidet sich von der Funktion y = g (x).
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Schwerpunkt: Losung 7c

R aVR* —x? R aVR*-x* R
A = f f dydx:2f _[ dydx:2af VR? — x? dx =
=- = 0

0 y=0

% maR* (FE)
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Schwerpunkt: Losung 7c

a Rz—x2 R a\/Rz—x2

R
1 2
Ys =7 f f ydydx = 7 f f ydydx =
x=—R y=0 ma R x=—R y=0
: 4 aR
= a2 f (R — x?) ax = = £ (LE)
TR = _p 3 1

R=2a=088 y =0747 (LE)
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Schwerpunkt: Losung 7c

Abb. L7-7: Die von den Funktionen y =f(x), y= g (x) und der x-Achse begrenzten Flichen
und entsprechende Schwerpunkte

Die Berechnung des Schwerpunktes der Fldche unter der Kurve y = g (x) ist
einfacher in kartesischen als in Polarkoordinaten durchzufiihren.
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung &

Abb. LS8-1: Darstellung einer Kardioide mit der Parametergleichung r () =1+ cos ¢

r(p) =1+ cos, 0<p<2m, A:377T (FE)
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung &

1 P, rz((p) 7 2T I+cos
xS:Z f rzcoswdrd(p=3— f cospd f ¥ dr =
p=¢, r=r (o) ™ =0 r=0
P 2T
= — f cos (1 +cosp)de =
Omr <
=0
2
_ 2 4 2 3 4 5
= — f (cosqp+3cos“@+3cos"p+cos"p)dp == (LE)
91 0 6
) |
cos (pzz(l + cos 2 @)
cos3(p=%(3c0sw—l—cos3cp)
cos4(p=%(cos4cp+4c0s2(p+3)
5
S=|=, 0
;0]

Y¢ — aus Symmetriegriinden
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung &

Abb. LS8-2: Kardioide mit eingezeichnetem Schwerpunkt S
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 9

Abb. L9-1: Die Fliche der Aufgabe

Die Fliche A wird durch die Kurven begrenzt

ri () =2sing, r,(@) =4 sine
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 9

ri(p)=2sing, ry(@)=4sinp, A=3m (FE)

xSZ% I f 7 cospdrdp =

| s 4 sin
23— f cospd f 7 dr =
T =0 r=2sin @

TT TT
= 6 f cos ¢ sin> @ dCPZ[ﬁsinLt(P] =0 (LE)
om o Om 0
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 9

| e, r,(p)
yS:E _f _f 7 sinpdrde =
o=@, r=r ()
| T 4 sin ¢ 56 T
= —— fsm(pdcp f rzdr——f sin4(pd(p:
3 Y Y Omr *
p=0 r=2sin @ p=0
:5—6 g(p—gcoscpsincp—lcoscpsin‘?’(pW:
Om | 8 8 4 0
7
= — (LE
L (LE)
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 9

Abb. L9-2: Die Fliche der Aufgabe mit eingezeichnetem Schwerpunkt S
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 10

Abb. L10-1: Die von zwei Kardioiden begrenzte Fliche, a =1, b =2

ri(@)=a (1+ cosep), r,(@) =5b (1 + cos)
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 10

Die Kardioide r = r (p) umrandet das dargestellte Flichenstiick,
dessen Flidcheninhalt ist

ri(@)=a (1+ cosep), Alzgnaz (FE)
ry(@) = b (1 + cosep), Az:%ﬂb2 (FE) (b > a)
A:Az—AI:%n(bz—cﬁ)

e, 1r(p)

xS:i _f f ¥ cospdrdp =

2w r=b(l+cosep)

= 5 5 f f 7 cospdrd @ =
37T<b —da ) @=0 r=a(l+cos )

9 2 r=b(1+cosq)
= > 5 f cospd f P dr =
3 (b” — a”) p=0 r=a(l+cos )
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 10

= - 5 fCOS(Pd(P{b3(1+COS(P)3—613(1+COS(P)3}
97T<b — da ) =0

33 2T
= 2<b2 az (14cos @)’ cospd @ =
97T(b _a)(p:()
2T
2 (a®* +ab + b 3
= 1+ =
5 (a + D) J: (1+cos)” cospd @
=0
5 a’+ab+ b’
= — . LE
6 a+ b (LE)
vl Hoa Ao 2K xS:3—5(LE)
2 18
) 2w r=b(l+cos®)
Yo = — | [ rPsinpdrde =0 (LE)
37T<b _a)(pZO r=a(l+cos )
35
=12 0
s=[3 o]
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Schwerpunkt einer Kardioide: Losung 10

Abb. L10-2: Die von zwei Kardioiden begrenzte Fliche mit eingezeichnetem Schwerpunkt

(a=1 b=2)
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Abb. LI10-3: Die von zwei Kardioiden begrenzte Fldche mit eingezeichnetem Schwerpunkt

(a=1 b=23)
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Flichenschwerpunkt: Losung 11

. L11-1: Die Fldche der Aufgabe

r(p) =2 + cos 2)

2
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Flichenschwerpunkt: Losung 11

xS:% f f = cosppdrdp =

21w 2+cos(p/2)

__2 2 _
—m ‘[ I r COS(PdY‘d(P—
=0 r=0
5 21 2+cos(p/2)
= ——— fcoscpd(p f ¥ dr =
T < =
=0 r=0
5 2T © 3
:33—17 [COS(P 2 + cos 7) dp =
p=0
:33%[11 sin + 13 sin % +T7sin %cp +%sm(2cp)+
3 | 5 21 2
+ = ¢p + — — = — (LE
T 2(”)]0 7 (LB
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Flichenschwerpunkt: Losung 11

5 21 2+cos(p/2)

_ 2 5 _

= 11 [sm@d@ I r- dr
=0 r=0
2T 3

2 : P 112

== v[ sin@ |2 + cos 2)) a’(p——557T (LE)
=0

2 112

> = ( 11’ 55n)
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