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Zylinderkoordinaten
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Berechnung in beliebigen krummlinigen Koordinaten

Die Koordinaten sind durch die Beziehungen definiert:
x=x(u,v,w), y=yu,v,w), z=z(u,v,w)

Fiir sie sollen stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung existieren.
Durch diese Transformationsgleichungen wird der rdumliche Be-
reich V auf einen ridumlichen Bereich V abgebildet.

ox Ox Ox

ou Ov Ow

D = D(x, vy, z) _ 0y Oy Oy
D(u,v,w) du O0v Ow

0z 0Oz Oz

ou Ov Ow

dV = dxdydz = |D| du dv dw

ffxy z) dxdydz = fguvw)|D|dudvdw
u, vy(u) wy(u,v)

fg(u,v,w f g(u,v,w)|D| dudvdw

14 1Vl(u w( V)
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Zylinderkoordinaten

Abb. 1: Ein Punkt im zylindrischen Koordinatensystem

Die Zylinderkoordinaten bestehen aus:

e den Polarkoordinaten r und ¢ der Projektion des Punktes
P auf die x, y-Ebene und

e der z-Koordinate des Punktes P
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Zylinderkoordinaten

Abb. 2: Zylinder

Die Transformationsgleichungen:

X =71 cosQ
Yy =rsinge
z=z
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Zylinderkoordinaten

Abb. 3: Zylinder

Die Koordinatenflichen dieses Systems sind:

e die Zylinderflichen mit dem Radius r = const,
e die von der z-Achse ausgehenden Halbebenen mit ¢ = const und

e die zur z-Achse senkrechten Ebenen mit 7z = const
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Die Jacobi-Determinante

X =T Cos@, y=rsin(p, 7 =7

8X Gx ax

or 0@ 0z .
D(x,y,z) oy oy oy _

D = _ _|“ _

D(r,p,z) or 0@ 0z SlI(l)CP rc(c))scp (1) r

Gz Gz 82

or o0@ 0z

dV =dxdydz =|D|drdepdz =rdrd @dz

Nach der Darstellung des Integranden in Zylinderkoordinaten
lautet das Integral:

ff(r,cp,z)dV: f f(r,p,z)rdzdrdo
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Zylinderkoordinaten: Aufgaben 1, 2

Aufeabe 1:

Berechnen Sie folgende Integrale in Zylinderkoordinaten

\/1 = y2 \/xz—i-y2
f f Xyz dzdxdy

0 Z:x2+y2

I, = f j‘ J. Xyzdzdxdy

0 z:xz+y2

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Masse eines Korpers mit der Dichte-
funktion p =8 + x + y, der von dem Paraboloid f(x, y) =
16 — x?—y? und der x, y-Ebene begrenzt wird

M:frj;fpdV
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Zylinderkoordinaten: Losung la

0.5 |

-0.5 |

Abb. LI-1: Der Integrationsbereich in der x,y-Ebene

Osysi O0<xs< VI - 2, 4+ i<z <V +y?

dV = dxdydz = rdrd @ dz, O<(p<%, 0<r<1, rP<z<r

2-la Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Zylinderkoordinaten: Losung la

X =T Cos, y=rsing, Z=1Z
1 \/1——y2 ¢x24-y2
I = f f f xyz dzdxdy =
y=0 x=0 z:x2+y2

(rcose)-(rsing)-z-rdrd pdz =
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Zylinderkoordinaten: Losung la

In kartesischen Koordinaten:

I = f f f xyz dzdxdy =
y=0 x=0 z=x +y2
1 1 V1 - y?
= — _f f xy(x2+y2—(x2+y2)2) dxdy =
2 y=0 x=0
1 1
_ a2 .5 7 _ 1
—ﬂyio(y 3y’ +2y)dy = o
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Zylinderkoordinaten: Losung Ib
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Abb. LI-2: Der Integrationsbereich in der x,y-Ebene

~1<y<1l 0<x<Vl-y’
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Zylinderkoordinaten: Losung Ib

= = f f xy(x2+y2—(x2+y2)2)dxdy=0
(aus Symmetriegriinden)

Das Integral kann man in folgender Form darstellen:
1 X2

1b=% J | f(x,y) dxdy, f(x,y)=%xy X+ = (2 + y)

y=-1 x=x,

Die Funktion f(x, y) ist in y ungerade und der Integrationsbereich
ist symmetrisch beziiglich x-Achse

f(x,—y)==f(x,y)
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Zylinderkoordinaten: Losung 2
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Abb. L2-1: Graphische Darstellung der Funktion f(x,y)=16—x? —y?. L ist die
Schnittkurve der Flédche z = f(x, y) mit der x,y-Ebene

Die Schnittkurve mit der x,y-Ebene ist die Kreislinie:

16 —x*—y*=0 = x*+y°=16
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Zylinderkoordinaten: Losung 2

Abb. L2-2: Der Korper, der von der Funktion f(x,y)=16—x? —y? und x,y-Ebene begrenzt
wird. L ist die Schnittkurve der Fliche z = f(x, y) mit der x,y-Ebene
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Zylinderkoordinaten: Losung 2

M=f pdVZﬂfp rdzdrd(p:fﬂ(8+x+y)rdzdrd(pz
%

0<p <21, 0<r<4, 0<z<16—r?

217 4 16—r?

M:j f f (8+rcosep +rsing) rdzdrdo =
pe=0r=0 z=0

2T

r(16 — r?) dr f (B+rcosp +rsing)de =
0 =0

[
[| C—

r

4
167 [ r(16 — r?) dr = 4> = 10241 (ME)
r=0
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Zylinder in der Kunst

Abb. 4-1: Carl Spitzweg, “Mann mit Zylinderhut” Abb. 4-2: Hugo Miihlig, “Herr mit Zylinder”
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