7-E

Partielle Ableitungen

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Partielle Ableitungen einer Funktion von n Variablen

Bei einer Funktion

y=f{x,x,, ..., x)

von n unabhdngigen Variablen

lassen sich insgesamt n partielle Ableitungen 1. Ord-
nung bilden:

e In der Funktionsgleichung werden alle unabhingigen Va-
riablen bis auf die eine, nach der differenziert wird, als
konstante GroBlen, d.h. als Parameter betrachtet.

e Die gegebene Funktion erscheint als eine Funktion von
einer Variablen und wird unter Verwendung der bekann-
ten Ableitungsregeln nach dieser Variablen differenziert.
Das Ergebnis der Differentiation ist die Ableitung 1. Or-
dnung.
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Partielle Ableitungen: Aufgabe 2

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
folgender Funktionen

a) f(x,y,z)=2sinx+ xIn(yz)

b) f(x,y,z)zxz(erz)jLe)C

c) f(x,y,z)=e* "+ In(xyz)
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Partielle Ableitungen: Losung 2

a) f(x,y,z)=2sinx+ xIn(yz)=2sinx +x(Iny + Inz)

ﬂzZ£(sinx)+(lny+lnz)i(x):2003x+lny—l—lnz
0Xx 0 x 0Xx

of 0 X of 0 X

—Z = — 1 = —, —Z = — 1 = —

0y xay(ny) y 0z xaz(nz) z

b) f(x,y,z)zxz(y—l—z)-l—ex,

x 5f:5f:x2
0x ’ 0y 0Oz

c) f(x,y,z)=e* P +In(xyz)=e* *+Inx+Iny +Inz

Of _gxtz 1 Of _ 1 Of _ ses 1
0Xx X oy y 0Xx z
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Ableitungsregeln: Produktregel

Die Ableitungsregeln sind die gleichen wie bei den Funktionen von
einer Veranderlichen.

Funktion einer Variablen:

f=fx)=ulx)vix)
df _ du |, dv

v+t —u o f'=u'v+v'u

dx dx dx

Funktion von zwei Variablen:

f=rx,y)=ulx,y)vix,y

ﬂ:a(uv)za—uv-i—ﬂu, f.=u v+v u

0 x 0 x 0Xx 0 x

of  oOuv)  Ou v B
oy Oy —Ev+au, Sy=uy vty u
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Ableitungsregel: Kettenregel

Funktion einer Variablen:

- 4 _ dE du
dx du dx
ar _ aullere Ableitung, du _ innere Ableitung
du dx

Funktion von zwei Variablen:

f=rf(x,y)=Fulx, y)
of _ dF Ou of dF Ou

0 x du Ox’ oy du 0y

7-5 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



7-6

Die partiellen Ableitungen sind nichts anderes als die gewohnlichen Ableitungen,
bei denen alle Variablen bis auf eine festgehalten werden. Die wichtige Konsequ-
enz ist, dass sich alle Regeln fiir das Differenzieren von Funktionen einer Variab-
len auf die partielle Differentiation {iibertragen.
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Partielle Ableitungen: Aufgaben 3-5

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
der Funktion f'(x, y) im Punkt P

Aufgabe 3:  f(x,y)=x*—-3y*, P=P(1,1)

2
1+x2-y

Aufgabe 4:  f(x, y)= .

a) P=(1,0), b) P=(0,1), ¢) P=(1,1)

Aufgabe 5: f(x’ y) = x3 + 2cos y

a) P=(1,m), b) P:(—Z, %)
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Partielle Ableitungen: Losung 3

S)}
~

9 (x,y)=2x, 2L, 1)=2>0
0L e py=2x, 2L n=2»
OF x.y)=-2y, 2L n=-2<0
0 X 0y

Die partielle Ableitung nach x ist positiv und nach y negativ.
Fiir eine Funktion mehrerer Variablen ist es durchaus méglich,
dass eine Funktion in einem Punkt eine positive und eine ne-
gative Steigung hat. Man kann nicht erwarten, dass eine Funk-
tion sich in alle Richtungen auf dhnliche Weise verhilt.
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Partielle Ableitungen: Losung 3

el
.
ff.f.#_é,‘;’”

Abb. 4-1: Graphische Darstellung der Funktion f(x, y) = x?—y? (hyperbolisches
Paraboloid) und der Schnittkurven mit x,z- und y,z-Ebenen

8-1b Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Partielle Ableitungen: Losung 3

Abb. 4-2: Die Schnittkurven der Funktion f(x, y) = x?—y? mit der Ebene x =1
und mit der Ebene y =1
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Partielle Ableitungen: Losung 4

a) P=(1,0), b) P=(0,1), ¢) P=(1,1)

4xy2
(1+ x*- y7)

2

9 ,00=9Lwo1y=0 2L, 1)=-1

0 Xx 0Xx 0 Xx

of _ 0@ 2 _ 4x%y

0y 0y |1+ x* -y (14 x%- y%)?

YL w,0=2Lw =0 ZL1)=-1
y 0y 0y
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Partielle Ableitungen: Losung 4
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Partielle Ableitungen: Losung 4

Abb. 5-2: Die Schnittkurven der Funktion z = f(x, y) mit x,z-Ebene und der Ebene y = I,
die Tangente im Punkt P = (1, 1) in Richtung der x-Achse
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Partielle Ableitungen: Losung 5

f(x,y)=x3+2cosy, a) P=(1,m), b) P=(—2, %)

of _ 8 | 3,
e (%C[x +2cosy} 3x
of _ of [, ™| _
7 (1, ) = 3, 7 2, 2)—12
ﬂzi[x3+2cosy}=—25iny
oy 0y

9 (1, w) = o, % (—2, %)z—z
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Abb. 6-1: Graphische Darstellung der Funktion z =x?+ 2 cosy
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Partielle Ableitungen: Losung 5

i3
zZ(x, y=0)=x +2

zZ(x=0,y)=2cosy

Abb. 6-2: Die Schnittkurven der Funktion z = f(x, y) mit x,z-Ebene (rot) und y,z-Ebene (blau)
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Partielle Ableitungen: Aufgaben 6-8

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
der Funktion f(x, y) im Punkt P

Aufgabe 6: [ (x,y) = (x> — y?) siny

TT

a) P=(O, 5), b) P =1, m

Aufgabe 7: f(x, y) = Vx+ y*, P=P(2, -3)

Aufgabe 8: f(x, y) = x*+ 2siny
1.

> b) P =2, m

a) P=(
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Partielle Ableitungen: Losung 6

f(x,y)=(x*—y*) siny, a)P=(o,§), b) P =1,

OF 5 i Of | m| 229/ _
oy = 2 xsin y, g 0, 2)— g (1, ™) =0
ﬂ:—Zysiny—k(xz—yz)cosy

0y

of LS O | GRS i 1
a)}(0,2)—2231112—1T
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Partielle Ableitungen: Losung 6

Abb. 7-1: Graphische Darstellung der Funktion z =f(x, y)

f(x,y)=(x*— y*)siny
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Partielle Ableitungen: Losung 6

Z=Z(X)

ki -1p -8 -G -4

z=1z(y)

] -8

Abb. 7-2: Die Schnittkurven der Funktion z =f(x, y) mit der Ebene y =n/2 (rot) und
der y,z-Ebene (x =0) (blau)

f(x,p)=(x*"— y)siny
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Partielle Ableitungen: Losung 7

o 2Vx + 3 oy ey 2024 (32 2010
9 VX + " |ioa =3 V2 + (=3)? 1

9-2 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Partielle Ableitungen: Losung 8

fx,y)=x>+2siny, a) Pz(l, %) b) P =2, m|
of of ™ of _
=L =24 : 1,3)_2, (2, ) = 4

9-3a

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Partielle Ableitungen: Losung 8

Abb. 8-1:  Graphische Darstellung der Funktion z =f(x, y)

fx,y)=x>+2siny
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Partielle Ableitungen: Losung 8

Abb. 8-2: Die Schnittkurven der Funktion z = f(x, y) mit der x,z-Ebene (rot) und
der y,z-Ebene (blau)

f(x,y)=x2+25iny
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Partielle Ableitungen: Aufgabe 9

Der Gesamtwiderstand R zweier parallel geschalteter
ohmscher Widerstdnde R , R, berechnet sich nach
dem Kirchhoff'schen Gesetz als

_|_

r_ L
R R, R,

Wie groB ist die Anderungsrate 0 R/0R,? Fiir wel-

ches R, ist die Anderungsrate am groBten?

Gustav Kirchhoff (1824 - 1887)
deutscher Physiker

— IR
L e
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Partielle Ableitungen: Losung 9

1_ 1,1 KBtk _ B &
R R, R, R, - R, R, + R,
OR R, (R, + R,) — R, - R, _ R%

0 1 (Rl + R2)2 (Rl T R2)2

Die Anderungsrate ist maximal fiir R, =0.
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