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Vektorrechnung im 3-dimensionalen Raum
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Grundbegriffe

Komponentendarstellung:

X
F=xe tye tze =|y
z
Betrag:
17| =r = \/x2+y2-|—22
Nullvektor:
0
0 =10
f—
y 0
Normierung:
- 7
€, = T
| 7
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Aufgaben 1-3

Aufgabe 1: Folgende Vektoren sind gegeben:

4 L2 -2
i=|2| b=1l4], <c=|1
-1 0 2

Fiihren Sie folgende Vektoradditionen rechnerisch durch:
a. a+b, b a+¢, b+¢, d d+b+¢

-b+¢, f —-a+

QI

e.

Bestimmen Sie die fehlenden Koordinaten so, dass die Vektoren

Aufgabe 2:
kollinear sind
2 R b,
5 b,
Aufgabe 3:  Untersuchen Sie, ob die drei Punkte 4, B und C auf einer

Geraden liegen:

A(0,1,—1), B(=2,1,-2), C(6,1,2)
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Losungen 1-3

Losung 1:
6 2 0 4
a b. |3 c. |5 d |7 e. | — I 1

Losung 2: d=«b, b,=6, b,=15

Losung 3: Bedingung: AB = x- AC, o =— 3

Die dre1 Punkte A, B und C liegen auf einer Geraden.
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Skalarprodukt

o

a-b =1al-|bl-cosp =ab-cosp (0 <p<I180)
Zz'-?;:(ax,ay,az)- b|=a,b +a, b +a,b,

Der von diesen Vektoren eingeschlossene Winkel

a-b a, b, +a,b,+a, b,
cosP = T 2, 2, 2 2, 42 2
' a.+a +a. -
@] 1b] Vi +ai+a’ B B+ D]
G-b
P = arccos| ———=—
lal|-|D]
i-b=0 o alb
a-a=|al-lda|l-cos0O =|al=da> =

Ql
Il
Q
Il
Q
QY
Il
=
Q
% N
_|_
Q
= N
_|_
N
NN
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Skalarprodukt / Augaben 1-2

Aufgabe 1: Berechnen Sie das Skalarprodukt folgender Vektoren

2\ . [-3 2\ . o

a) a=|-3|, b= 4 by a=1|11 b=|1
5 2 -1

1 3 1 1

¢y a=|2%| b=|"* dy a=|2%| b=]|?
0 1 0 6

5 = 5 =

Aufgabe 2: Bestimmen Sie die fehlenden Kordinaten so, dass das
Skalarprodukt den Wert k hat

0 R by

a) a=\|a,|, b= 11, k=-10
3 -5
2 . 2

by a=|41|  b=1|1| k=2
a, 2
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Skalarprodukt, Betrag / Augaben 3-6

Aufgabe 3: Berechnen Sie den Betrag des Vektors
v=1(1,2,5,3,4,-3,0)

Aufgabe 4: Zeigen Sie, dass die drei Vektoren ein rechtwinkliges
Dreieck bilden

1 -2 —1
—2 3 1

Aufgabe 5: Berechnen Sie die Betrdge folgender Vektoren und geben
Sie jeweils die Einheitsvektoren an

2 ) 4 2 ) 0
a = _3 ’ b = _5 ’ E = 1 ’ d =
5 -2 1 —1

Aufgabe 6: Bestimmen Sie den Parameter N so, dass der Vektor a
die Lange 3 hat

—_—

A
a) a=12|, b) a=4B, 4=(\,0,1), B=(1,2,2)
1

24-2
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Skalarprodukt, Betrag / Loésungen

Losung 1:  4) -8, b) 0, ¢)6, d)O

Losung 2:  a) 0-5h,+a,—15=-10, a,=5 b, €R
by 4+4+2a,=2, a,=-3

Losung 3: |7 =V +2°+ 5+ 32+ 4 + (=37 + 0* =64 =8

U 2 T 4 TR U 2 IR |
ST B R B N L R I
Losung 6:

a) |a|=VN+5=3, AN +5=9, AN=4 A ,=%2

24-3 Vorkurs, Mathematik



Richtungswinkel eines Vektors

Ein Vektor ist eindeutig durch Betrag

und Richtung festgelegt. Die Richtung
bestimmen wir z.B. durch die Winkel,
die der Vektor mit den drei Basisvek-
toren bildet.

-

e a a

X —_— —_—
e

o lal-1 al

Zl’.
COS X = —
al -

x — 1st der Winkel, den der Vektor
mit der x-Achse bildet.

Richtungskosinusse: a. a a,
cosx = —=—, CcosPp = —=*, cosy = —
|a |a |al

Die Richtungswinkel sind nicht unabhédngig voneinander, sondern iiber die Beziehung
der Richtungskosinusse

cos’® + cos’ B + coszy =1
miteinander verkniipft.
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Richtungswinkel eines Vektors: Aufgaben 7-9

Aufgabe 7: Berechnen Sie den Winkel, der von den Vektoren a und b
eingeschlossen wird. Wie grof3 ist der Winkel, den der Vek-
tor a mit der x-Achse bildet?

2 4 2| 0
a) a=|-3|, b=|-5|, b) a= ., b =
5 -2 —

Aufgabe 8: Berechnen Sie die Lidnge, den Einheitsvektor und die mit den
Basisvektoren gebildeten Winkel des Vektors

V= Zleli=e = Je

Aufgabe 9: Bestimmen Sie die Richtungswinkel der folgenden Vektoren

5 -3 11
Vl = 1 , V2 = 5 , V3 = _2
4 -8 10

26-1 Vorkurs, Mathematik



26-2

Losung 7:

Richtungswinkel eines Vektors: Losung 7

2 4
a) a=|-3|, b=|=5| |a|=+38, |b|=+v45=3"5
5 —2
a-b a, b, +a,b,+a,b,
cosp = T 7 7 2 2 7 7
@|-1b]  Na+ai+a® B +b +b
13 .
Ccos (p = ~ 0314, ¢ =71.68
V38 V45
e _ 2 . 0324 71.07°
COS X = — — = == = ~ (). , o =TI
la|-|e.| |a|l 38
b) @ = b = da|=vV6, |b|=12
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Richtungswinkel eines Vektors: Ldsungen 8, 9

x=48.11, PB=10928, y=13149

Losung 9:

V. «a=23951, PB=281,12, y=51,.89

v, a=107,64, B=5966, y=14391

Vi o=4283, B=9766, y=4819

26-3
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Projektion eines Vektors auf einen zweiten Vektor

-
i b G- b
|6, | = |b]-cosp =|b] ——= = =
: |15 lal
- > -, a _a-b a i b~
b =|b =|h | 2 =242 2 = g
O r e FI T R

Durch Projektion des Vektors bauf den Vektor adentsteht der Vektor

a-b
2

-

b =

a

-

a

|a

Es wird als Komponente des Vektors b in Richtung des Vektors ezeichnet.
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Projektion eines Vektors auf einen zweiten Vektor: Aufgabe 10

Bestimmen Sie die Projektion des Vektors b auf den Vektor a

3 . 4 2 10
a) a=1{0| b=]|-1] b) a = |-2 b=| 4
4 7 1 -2
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Projektion eines Vektors auf einen zweiten Vektor: Losung 10

Losung 10 a):

4
i-b=1(304)|-1|=12+28 =40

L iETHINTH L,
a - |2 - - -
|a| & 4 4 6.4
Losung 10b
. 10
a-b=02,-21) 4 |=10
)

@] =22+ (=2 +1°=9 20

9
gzab»_&_i _|_20
’ af o1 4 9

10

9
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